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* . 
I. Consideriamo in R" bs {xp} Xe R", Xn41 € R} una ipersuper 


+ 


ficie V = {Xn+1 = u(x), xe}, dove 9 è un aperto di Re $:2 + R è di classe 


Di. La curvatura di Gauss di V nel punto (xa) (cioè il prodotto delle 


curvature principali nel punto) è data da 


dove D°u designa la matrice hessiana di u. 

Data quindi una funzione continua K:9 + R, il problema di determi- 
nare (se esiste) una ipersuperficie V tale che la sua curvatura di Gauss nel 
punto (x,u(x)) sia eguale a K(x) si traduce nell'equazione 

n+2 


(2) det(D°u) = K(x) (1 + [bu[?) 7. 


Più in generale, chiameremo equazione di Monge-Ampère una equazione del tipo 
2 
(3) .__ det(D'u) = f(x,u,Du). 


In [N] vengono ricordati alcuni problemi di geometria che possono 
essere ricondotti ad equazioni del tipo (3); in particolare, ricordiamo il pro 


blema di Minkowski: sia yw una funzione reale definita su 5" tale che 


fata, = 0; 
n 


p) 


si vuole allora determinare una ipersuperficie Y tale che la sua curvatura di 
Gauss sia uguale a y(v) quando v è la normale a V. Un problema di questo tipo 
può essere ricondotto a una equazione del tipo (3). Nel seguito, ci limite- 


remo per semplicità a equazioni del tipo (2) o a equazioni del tipo 


(3) det(D°u) = y(x), 
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anche se parte dei risultati che descriveremo sono validi per classi più gene- 


rali di equazioni del tipo (3). 


2. Per prima cosa, osserviamo che l'operatore linearizzato corri- 


spondente a det (D°u) è l'operatore 


ij 
(5) DI FRibd ak; è 


ij) 


SA è la matrice dei cofattori della matrice hes- 
Tadflaccsgît 


dove la matrice (F 


siana (D°u) (cioè (piò) (D°u) = det(D°u)1d. Dunque, l'operatore (5) è ellitti 
co se e solo se u è strettamente convessa. E' quindi naturale, almeno in un 
primo tempo, limitarsi allo studio di soluzioni u strettamente convesse. Ini- 
ziamo considerando il problema dell'esistenza di soluzioni classiche del pro- 
blema di Dirichlet associato a (3). Per semplicità, ci limiteremo al caso in 
cui f è del tipo (2) o (4). Ricordiamo, di passaggio, che il problema di Neu- 
mann per equazioni tipo (2) o (4) è stato studiato in [LTU]. 

Poiché i risultati differiscono come formulazione nei due casi, 


iniziamo col trattare il problema di Dirichlet per equazioni del tipo (4). 
Determinare ue C(a)nC(3), u strettamente convessa tale che 


det(D°u) =Kin 9 
(6) 


U= dè su 992 


dove K, $ sono funzioni sufficientemente regolari su A, K>O su 9 e 2 è un aper 
to di R" strettamente convesso con frontiera, ad esempio, C°(*). 


Risultati di esistenza per il problema (6) sono stati annunciati 


(*) esiste cioè we C' (9), wz0 su 29, (D°u)>0 su. 
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da Pogorelov ([P1]-[P3]) e provati successivamente da Cheng e Yau ([CY1]-[CY3]) 
P.L. Lions ({L1],[L21), Caffarelli-Nirenberg-Spruck ([CNS]). 

La tecnica di Pogorelov è fondata sulla regolarizzazione di soluzio 
nî deboli nel senso di Alexandrov (descriveremo più avanti queste soluzioni). 
La dimostrazione originaria di Cheng e Yau è fondata sulla soluzione diretta 
del problema di Minkowski da cui discende l'esistenza di una soluzione di (6). 
Successivamente gli stessi autori hanno dato una prova diretta. Esaminiamo ora 
più in dettaglio le prove di [CNS] e [L1,2]. Osserviamo che in [CNS] si arriva 
a provare la regolarità C° fino al bordo per dati C°. La dimostrazione di [CNS] 


utilizza il metodo di continuità. 
Se w è la funzione strettamente convessa tale che w=0 su 99, pos- 
siamo supporre K = det(D°w) = Ksu9. Sia ora a>0; per ogni meZ, m= 0, deno- 


tiamo con C"°%(è) 10 spazio delle funzioni ueC"(&) tali che 


Ju; c">%(3)l-max È ipfu] + 


o |p|sm 
8 B 
e sb Ip uto ou) ds. 
|glzm x,yeo |x=y] 
Xzy 


Denotiamo poi con c7°°(8) il sottospazio delle funzioni nulle su 
99. Indichiamo con U il sottoinsieme di ci*°(7) delle funzioni strettamente con- 


vesse su 2 e con F:U x [0,1] > c9°%(8) la funzione così definita: 


F(u,t) = det(D°u) - tK-(I-t)K. 


Sia T l'insieme dei te [0,1] per i quali esiste ule U tale che F(ut,t) = 0. Chia 
ramente, T = ?. Siano ora Gi Te ue U tali che F(up»t0)70: poiché 


ù ij 72 
d F(u st) (0) 2 U Di jV» 
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d Fu to) è un operatore ellittico lineare de] secondo ordine con coefficienti 


C*{î). Per le stime classiche di Schauder, dunque, ad Flucsto) è un isomorfismo 

5 24 A 0,0,= A y ; 
di & “(a) su C°°%(A) ([GT], Teoremi 6.13 e 6.19) e quindi, per il teorema delle 
funzioni implicite, l'equazione F(u,t) = 0, uEU, è risolubile per [tt 166. 


Ciò prova che T è aperto. A questo punto, una stima a priori 


(7) put; e 


?“(@)| < C, C indipendente da t, 
proverebbe che T è chiuso e dunque che T = [0,1], da cui la risolubilità di (6). 
Il risultato principale di [CNS] è proprio la stima (7) o, più esattamente, una 


stima del modulo di continuità delle derivate seconde 


(8) LD [DÈ ju(x) - Di su(y) | x 


| tetto] ef 


i,j 
Dalla (8), insieme ad una stima delle derivate terza all'interno (già nota) 


(9) Iou(x)|s c d(x)"}, 


dove d(x) = dist(x,92), discende la stima di Hòlder delle derivate seconde. 0s- 
serviamo che la stima 


Dica 
ti.cia)lsc 


(10) ju 
era già nota in precedenza. Osserviamo inoltre che il problema si pone în real 
tà solo per n>2. Infatti, per n = 2, la (7) discende dalla (10), grazie a stime 
hélderiane per le applicazioni quasiconformi. 

Osserviamo infine che, nel caso n>2, non è possibile rinunciare al 
la hélderianità delle derivate seconde per una ragione tecnica; se infatti da 
un lato sarebbe possibile formulare il problema in cia), dall'altro la mancan 
za di stime a priori in spazi di funzioni continue per le derivate se i coeffi 


cienti sono solamente continui non permette di applicare il teorema delle fun- 
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zioni implicite. 

La dimostrazione di (8), (9), (10) utilizza essenzialmente un prin- 
cipio di massimo e la scelta di opportune funzioni barriera, insieme a manipo- 
lazioni algebriche (per (9)). 

A questo punto, se KEC"(d), dalle stime classiche di Schauder ([GT], 
Teorema 6.19) segue che ue C (4). Una semplice applicazione del principio di 
massimo assicuro poi che (6) ha una soluzione strettamente convessa. Se infat- 


ti u,v sono soluzioni di (6), w = u-v risolve il problema di Dirichlet ellittico 


i "ha 0 w =0 
i.i Le. 

(11) } 
w= 0 su 399, 


1 
-[ cofattore di (edi u + (1-t) Di vide. 
lo) 


Una argomentazione analoga ([HZ2]) permette di provare che il pro- 


blema di Dirichlet 


det (Du) = x]? se |x| < 1 


c 
IM 
(n 


se |x| = 1 


2+È 
ha l'unica soluzione u = A + B|x| d per opportuni A,BER. Ciò prova che l'i- 


potesi di stretta positività di K è essenziale per la regolarità bo 
Il metodo di P.L. Lions si fonda su una tecnica di penalizzazione 
del dominio che approssima il problema di Dirichlet omogeneo con problemi su 


tutto R", nel modo seguente (e>0): 
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f 1 
det (070° - ri pu” 6}; = Kain R° 
(P°) ue c°(R")mL"(R"), 
2 
| 0;; u - = pu $;;)20, 


dove p=0 su eyed0 310; p(x) 2 y se dis(x,2)ze. Si suppone inoltre 
kec"(R")NL"(R"), inf K= 630; 

Supponiamo di aver provato che (p°) ha una soluzione regolare. Uti- 
lizzando il principio di massimo, si può allora provare che u° tende uniforme- 
mente su R" a una funzione continua u. Inoltre, una stima a priori sulle deri- 
vate seconde di u consente di provare che ueC°(a). Dunque, per la scelta di 
p, u è soluzione di (4) su e, per la penalizzazione, u,>0 su Ro, il che 


implica che u è nulla su 39. La convergenza a zero fuori di £ di fu) .>0 


tenuta ancora, via un principio di massimo,dal confronto con una opportuna suc 


è ot 


cessione di funzioni convesse che approssimano l'aperto 2. Osserviamo che que 
sto metodo non dà regolarità fino alla frontiera. 

Resta da provare che il problema (Pf) ha soluzione. A tal fine, os 
serviamo che, se B è una matrice reale nxn, B = UB20, risulta: 


(13) (det 8)!" = inf{mr (AB), Aev}, 


dove V = {matrici A reali nxn, A = tao, 


det A = n}. 


; 1/n,=1 
Se poi B>0, l'estremo inferiore è realizzato dalla matrice A = È (det B) fog È 


Dunque, (p°) può essere scritto nella forma 


(PE) sup {- ). d;; Diu + (TrA) 2 u} = -f inR, 
AEV UPS, x 
2 La ca I 
(i, ren Us;;) > 0 inR, 
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che è una equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman cui si applicano risultati pre 
cedenti di P.L. Lions e Evans. In particolare, è possibile scegliere matrici 
A tali che A = cI, c essendo una opportuna costante positiva (strettamente). 
Dunque, il problema (P°) è ellittico e si applicano quindi risultati di rego- 
larità e stime a priori. 

Abbiamo accennato sopra a soluzioni deboli; vogliamo chiarire che 
cosa si intende con questa espressione. E' chiaro che il senso da dare al con- 
cetto di soluzione debole va modellato sulla struttura dell'equazione (e del- 
le soluzioni) per la nonlinearità forte della parte principale. Iniziamo con 
uno semplice considerazione: sia ue cÉ (0) strettamente convessa soluzione di 
det(D°u) = K in 9. A causa della stretta convessità di u, l'applicazione 


x > Du(x) è iniettiva; integrando allora su 9 e ponendo p = Du si ha: 


(14) | K(x)dx sl det (D°u)dx sf dp. 


a 2 | (0) 


Se u non è differenziabile, definiamo la mappa normale Xy in un punto y 2 nel 


modo seguente: 
x,(Y) = {peR", u(x) è uly) + <p,w-y> yyea}. 


La mappa normale di un boreliano EC9 è dato da 


(E) = (y). 
% si xy lY 


xy lE) è a sua. volta non boreliano. 


La mappa normale è iniettiva modulo insiemi di misura nulla nel 


senso che 


ItpeR", pex,(y)0xp(3,) per y,s y7€ 2, 9} = ya} = 0. 


XIV-10. 


Ovviamente, se u è differenziabile, xy (9) = {Du(y)}. Sia ora RE LI (R"), RO. 
oc 


Definiamo una funzione d'insieme w(u,R) sugli insiemi di Borel di 9 come 


(0 - | R(p)dp. 
x CE) 
Ora, una funzione convessa u definita in 2 è detta soluzione debole di 


2 
R(Du) det(D°u) = K in 9 se per ogni boreliano E 9 risulta 


(15) | R(p)dp -[ K(x)dx. 
x (E) E 


3. Consideriamo ora il problema di Dirichlet 
n+2 
det(0°u) = K(x)(1+ {Du|È) : in 9 
(16) 


U = su 99, u strettamente convessa, 


dove 2 è un aperto strettamente convesso di R" e KO sua. 
Si vede subito che il problema (16) non può essere risolubile 
per ogni svolta dei dati K e $, indipendentemente dalla loro regolarità. Inte- 


grando infatti l'equazione in (16) e ponendo, come sopra, Du = p, si ha: 


_nte _nte 
l'i = | (1+|p|) ? dp :[ (1+]p1È) È qp= On 
2 Du(9) R" 


Inoltre, se vogliamo la risolubilità di (16) per ogni p sufficien- 
temente regolare, dobbiamo richiedere l'ulteriore condizione K = 0 su 99. In- 
fatti, se esiste un punto y 99 tale che K(y)>0, è possibile costruire una 
funzione è ec (d) per la quale il problema (16) non ha soluzioni convesse in 


ca) cl (a). La risolubilità del problema (16) sotto le condizione K = 0 su 
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29 e K < W, è stata provata da Trudinger e Urbas [TU]. 
(o 


Il risultato di [TU] è ottenuto approssimando i] problema con tron- 
n+2 


cature della funzione (1+|pl?) È e utilizzando risultati di P.L. Lions e Caffa- 


relli, Nirenberg e Spruck. 


4. Come si è ricordato, la regolarità delle soluzioni del problema 
(4) è legata alla positività di yw. La regolarità e la locale risolubilità delle 
equazioni (3) è stata studiata in [X], [Z], [LI], [HZ1] che estendono un prece- 
dente risultato di risolubilità locale di [L] per n=2. 

Supponiamo che sia f = 0, feC” in un intorno di un punto 
(Yo uo Po) € R"xRxR". Allora yseN, s > 5) + 3, l'equazione (3) ha una solu- 
zione convessa ue H° in un intorno di Yo Supponiamo inoltre che tutte le de- 
rivate di f fino all'ordine k-1 si annullino in (Yo?o*Po) e che esista un mul- 
tiindice a di altezza K tale che DIF Yo Po #0 Allora l'equazione (3) ha una 
soluzione locale C e convessa in un intorno di Yo 

L'esistenza di una soluzione HS è provata utilizzando un adattamen- 
to del teorema delle funzioni implicite di Nash-Moser. Successivamente, la re- 
golarità C° è ottenuta utilizzando un risultato di [X] che contiene una versio- 
ne nonlineare del teorema di ipoellitticità di Hérmander per gli operatori del 
tipo somma di quadrati di campi vettoriali. 

Sostanzialmente, in [X] viene provato che se il linearizzato di un 
operatore nonlineare può essere scritto come somma di quadrati di campi vetto- 
riali tali che i loro commutatori fino all'ordine r generano tutto lo spazio, 
allora le soluzioni Choc? con p > max{4,r+2} sono C° (ricordiamo che, per po- 
rt2 
loc 
la soluzione stessa interviene nei campi). In generale, evidentemente, questa 


tere eseguire r commutatori, la soluzione deve essere almeno C s în quanto 
ipotesi è difficile a verificarsi, ma, nel caso di equazioni del tipo (3), 
la particolare struttura dell'equazione linearizzata insieme all'ipotesi sulle 


derivate di f permette di controllare l'intero r e successivamente di conclu- 
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dere applicando il risultato precedente e il teorema di immersione di Sobolev. 

Vale la pena di osservare che, in questo caso, la condizione 
p > max{4,r+2}, anche se dettata da esigenze tecniche ("scrivere" i commutato- 
ri) non è artificiosa, in quanto una regolarità minimale deve essere richiesta 
per avere una regolarità C°. Infatti in [Z] si prova che, se l'equazione è dei 
la forma (4), y= 0, ve C° e (0°y)>0, allora r=2 e l'equazione {4) possiede so 
luzioni convesse UE pre s él. 

Sempre in [Z] vengono discussi altri esempi che mostrano come una 
condizione sull'insieme degli zeri di y vada formulata se si vuole sperare in 
un risultato di regolarità E (gli zeri non debbono essere troppo densi). Ad 
esempio, data una varietà lineare I di R", è sempre possibile costruire una 
funzione analitica y in un intorno di xo€ x, y 2 0 tale che l'equazione (4) 


> Se: . © - . 2 3 
possiede soluzioni convesse u in un intorno di xo* ueC, ugC. 


5. Se supponiamo in (4) y s 0, l'equazione linearizzata è iperbo- 
lica ed è quindi naturale considerare il problema di Cauchy per (4) con dati 
iniziali, ad esempio, sulla superficie x 7 0. 

2 
det(Du)=ys 0 
(17) U(0,X53+-+3%n) = CMOPIRERELIO 
D_ (0x23---3%n) = CCSTEZEELIOE 
2 
ij 


è determinata unicamente dai dati di Cauchy 9 € 9). Risultati di esistenza 


) 


Assumiamo che la matrice Al; = (D sia positiva su x,50 An 20 


inj=2,...,N 
e unicità di soluzioni regoalri per (17) sono dati [I1,1,2] nei casi seguenti: 


i) y è strettamente negativa (in questo caso l'operatore linearizzato è stret 


tamente iperbolico); 
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ii) ys0e DÎy <0 doveyw = 0 (in questo caso l'operatore linearizzato è ef 


fettivamente iperbolico). 
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